Résumé de cours de mathématiques

Mathématiques Supérieures - MPSI 

Analyse :

( Relations binaires :
Soit R une relation binaire

· réflexive : si (x(E, xRx
· symétrique : si ((x,y)(E², xRy ( yRx
· antisymétrique : si ((x,y)(E², (xRy et yRx) ( x=y
· transitive : si ((x,y,z)(E3, (xRy et yRz) ( xRz
relation d’ordre : refl., antisym., transitive

relation d’équivalence : refl., sym., transitive

( Structures :

Loi de composition interne : définie de ExE sur E

((x,y,z)(E3, soit ( une l.c.i.

· commutative : x(y=y(x
· associative : (x(y) (z=x((y(z)
· munie d’un neutre : (e(E | x(e=e(x=x
· symétrisée : munie d’un neutre et (x’(E | x(x’=x’(x=e
· régulière (z(x=z(y ( x=y) et (x(z=y(z ( x=y)
Monoïde : E muni d’une loi assoc. + ayant un neutre (commut. Si loi commutative)

Groupe : G tq G monoïde et symétrisé (abélien si commutatif)

Anneau : A muni de 2 lois + et * tq (A,+) gpe abélien



assoc., distrib./+, munie d’un neutre (commutatif avec * commutative)

anneau intègre : commutatif tq ((a,b)(A², a*b=0 ( (a=0 ou b=0)

A°: ens. Des éléments inversibles de A.

Corps : anneau commutatif tq 0(1 (c’est un anneau intègre où tous les éléments (0 sont inversibles)

( Ensembles finis :
Toute partie non vide de N a un plus petit élément.

Récurrences :

· « normale » : pour a=0 ( a(n) montrer a(n+1)

· à partir de n0 ...

· à 2 termes

· forte : 0(A si ((k(n,k(A) alors (n+1)(A

· limitée à n0 ...

E, F 2 ens. De card p et n :
A(E,F) est de card n^p





Inj(E,F) est de card n!/(n-p)!





Bij(E,F) est de card n!

Arrangements : A(n,p) = n!/(n-p)!

Combinaison : nb de parties à p él. : C(n,p) = n!/(p!(n-p)!)
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Th. du binôme de Newton :
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( Les réels : 

S est le sup si c’est le plus petit el. des majorants de A

M=Max(a) ( (M=Sup(A) et M(A)

Q est dense dans R : ((a,b)(E², a<b, (r(Q | a<r<b

( Valeurs absolues : x²=y² ( |x|=|y| ( x=y ou x=-y


| |x|-|y| | ( |x+y| ( |x|+|y|


|xy| = |x| |y|

C est convexe dans R si ((a,b)(C², a(b ( [a,b](C

( Les complexes :
exp(i()=cos (+i sin (
exp(i()^n=exp(in()

arg(zz’)=arg(z)+arg(z’)

arg (1/z)=-arg (z)

U : ens des complexes de module 1

Exp complexe : exp(z)=exp(a)exp(ib)=exp(a)(cosb+isinb)  avec z=a+ib

La restriction de exp à {a+ib (a,b)(Rx[(,(+2(]} est bij. sur C*

Recherche des racines carrées : Z=A+iB z=a+ib racine de Z


a²=(A+((A²+B²))/2   b²=-(A+((A²+B²))/2


ex : racine de 5+12i  a²-b²=5  2ab=12 ...

Linéarisation : cosmx sinnx = 
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Délinéarisation : cos (px)=Re(exp(ipx)) de même pour sin ...



cos(px) = 
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sin(px) = 
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1+x+x²+ ... +xn-1=(xn-1)/(x-1)    avec x ( 1 (suites géométriques)

Un={exp(i2k(/n ; k(Z}

( Suites réelles ou complexes :
Convergence : ( l(C | ((>0, ( N0(N | (n(N, n>N0 ( |Un-l| ( (
( limite unique

Suites extraite : ( ( extractrice | (n(N, Vn=U ((n) evac ( croissante

Si 2 suites extraites convergent vers des lim. diff. ( la suite diverge

K0n est une algèbre (K0,+,*) anneau et 5 prop. sur l’opération

Limites stables par somme et produit.

Passage à la lim. dans une ineg. large : u(v APCR alors l ( m

Th. des gendarmes et entrainement : u(v(w si u et w ont la même lim. ( v(l ...

Th. : u(l ( f(Un)(f(l) avec f continue

Th. de la lim. monotone : u croiss. APCR ( lim réelle ou +((lim réelle si u majorée)

Th. des suites adjacentes :



u croissante, v décroissante v-u(0 ( u et v convergent vers la même limite et u(v, Un( l (Vn

Th. de Bolzano-Weierstrass :


De toute suite bornée, on peut extaire une suite convergente.

Comparaison de suites :

· u et v équivalents : u/v(1
u~v

· u dominé par v : u/v bornée
u=O(v)

· u négligeable devant v : u/v(0
u=o(v)

~ ( O et o ( O Il sont seulement compatibles avec le produit.

Chgmt de variable :


f cont, et ( de cl C1 sur le segment
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( Fonctions usuelles :
Dérivée de racine nème : 1/(n(n(  )n-1)

Fonction ln :



Branche parabolique de dir asymptotique Ox

Fonction exp :



exp(x)/x( +( qd x(+(     x exp(x)( 0 qd x(-(
(ln x)(/xb(0 qd x( +(     xb/e((0 qd x(0

Fcts hyperboliques : 
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sh impaire et ch paire

sh(x)/x( +( et ch(x)/x( +( qd x( +(
( les courbes ont une branche parabolique de dir asymptotique Oy.

f x->ex/2 est asymptote aux 2 courbes.


( (x (R ch²x - sh²x=1

Fcts circulaires réciproques :


( x([-1,1], sin(arcsin(x))=x


( x([-(/2,(/2[, arcsin (sin(x))=x


(x([-1,1], cos(arcsin(x))=((1-x²)

arcsin’(x) =
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arccos’(x)= - 
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arctan’(x) =
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(x (R, tan(arctan(x)) = x
(x(](/2,(/2[, arctan(tan(x)) = x

(x>0, arctan(1/x)=(/2-arctan(x)

( Comparaison de fonctions :

Il n’y a pas compatibilité pour l’addition

... mais si 
f=O(h) et g=O(h) ( f+g=O(h)



f=o(h) et g=o(h) ( f+g=o(h)

On n’a pas stabilité par une fonction qcq.

( Développements limités :


( cf fiche des D.L.

d.l. de la forme, si x0(R, f(x)=a0+a1(x-x0)+a2(x-x0)²+ ... +an(x-x0)n+o((x-x0)n)



  si x0=(( f(x)=a0+a1/x+a2/x²+ ... +an/xn+o(1/xn)

Th. d’intégration

Principe de troncature : avec un dl à l’ordre n on peut en avoir un autre à l’ordre p<n (avec un nouveau petit o).

Th. de Taylor Young :
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règle pour produit : on conserve le plus petit (petit o).

règle pour composition : ne pas oublier de calculer le petit o de la fct composée et vérifier que la fonction tend vers 0 en 0.


.....

étude de courbes de branches infinies

( Arithmétique dans Z :

((a,b,c)(Z3, a|b et a|c ( a|(b+c)

a|b ( a|bc

nombre premier : nb p(2, divisible dans N par p et 1 seulement.

Th. d’Euclide : P (ens de nb premiers) est infini

Th. de décomposition en facteurs premiers :


(n (Z, (! k(N, (! (p1,p2,...,pm)(Pm, (! ((1,(2,..(n)((N*)k, (! (({-1,1} | 
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Valuation d’un nb premier dans un entier : nb d’occurrences de p dans décomposition en facteurs premiers.

PGCD(m,n)=
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PPCM(m,n)= 
[image: image15.wmf]{

}

p

v

m

v

n

p

P

p

p

max

(

),

(

)

Î

Õ


k diviseur commun de m et n ( k|(m ( n)

k multiple commun de m et n ( (m v n)|k

Algorithme d’Euclide :


a, b entiers naturels, r0, r1, ... tq r0=a, r1=b et r2=reste division eucl de r0 par r1


etc ...


(n0 | r(n0)=0 et r(no-1)= a ( b

Th de Bezout : (a,b)((N*)², ((u,v)(Z² | au+bv=a ( b

Th. de Gauss :

((a,b,c)((Z*)3, a|bc et a ( b=1 ( a|c

( Polynômes :
S0(K) : ens des suites à coef. Dans K, stationnaires en 0.

(S0(K),+,x,*) algèbre sur K

d°(A(X)+B(X))(Max(d°(A),d°(B))

d°(AB)=d°(A)+d°(B)

Division euclidienne : A(X) et B(X) 2 polynômes



(! (Q(X), R(X)) polyn. tq A(X)=B(X)Q(X)+R(X) et d°(R(X)) ( d°(B(X))

Polyn assoc. : (A|B et B|A) ou (A=uB) ( A et B associés

Polyn normalisé : polyn. dont le coef. de + haut d° est 1.

( mêmes prop. que arith. dans Z

Th. de décomposition en facteurs premiers : ( a((K[X])*,( m(B,( u(K*,

( (P1,P2,...,Pm)((K[X])m, tq A=
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 avec Pi irred. et normalisé

Polyn. scindé : Tous les polyn. de sa décomposition sont irred. et du 1er degré.

P(Fp est un isomorphisme d’algèbre de K[X] dans A(K,K)

Th. de bézout, Gauss, Taylor ...

Ordre de multiplicité : Op(a)=Max {k(N |  (X-a)k|P(X)}

Th. de d’Alembert-Gauss : Tout polyn. de C[X] de d° ( 1 a au moins une racine dans C.

Applic. polyn. sym. fondamentale : (k(x1,...,xn)=( Xi1...Xik  avec 1(i<...<ik(n

Th. relation coef-racines : P scindé de coef. a0...an, de racines x1...xn

alors (k([[1,n]], on a : 
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( Fractions rationnelles :
R=P/Q avec P(Q=1 et Q normalisé : écriture canonique

Pôle de R : racine de son dénominateur

Si deux frac. rationnelles coïncident en une infinité de pts ( R1=R2

Décomposition en éléments simples : 


Q irred normalisé, ((N*, P(K[X], d°(P)<d°(Q) alors (! (P1 ... P()(K[X]( tq :
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 avec (i([[1,(]], d°(Pi) ( d°(Q(X))

Recherche des parties polaires d’ordre 1 et 2 :

1° R(X)=A/(X-a)+R1(X) ( =P(X)/((X-a)Q1(x)) )

A=P(a)/Q1(a)=P(a)/Q’(a)


2° 
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 avec  B=P(a)/Q2(a) et P’(a)=AQ2(a)+BQ2’(a)

Méthode :

· R canonique, décomposer Q(X)

· Trouver les pôles

· Pour les parties relatives aux facteurs irred. de 2ème degré : si 2 inc multiplier par X et prendre en +( sinon, décomposer dans C(X) (utiliser 2ème point) et recomposer

( Intégration des fractions rationnelles :
1. Intervalle de recherche

2. Vérifier si R est de la forme P’/P(, vérifier que R n’est pas déjà un élément simple

3. Décomposer en éléments simples

4. Intégrer terme à terme :


Partie polaire en A/(x-a)(,primitive en 1/(x-a)(-1 ou en ln ...
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2ème partie difficile à intégrer


si (=1 : intégr ( 
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si ((1 : chgmt de variable u=x+p/2


On effectue une IPP pour trouver une rel. de recurrence sur (.

qq chgmt de variables :

· avec sin ou cos : si n et m pairs : linéariser, sinon : u=sin x ou v=cos x

· en général u=tan (x/2)

Si invariance par x((-x : u=sin x

x(-x : u=cos x

x((+x : u=tan x

Si en sh (x) ou ch(x) : u=exp(x)

si 
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[image: image23.wmf]1

2

+

x

 : u=tan t

[image: image24.wmf]x

2

1

-

 : u=ch t

( Fonction complexe d’une variable réelle :
F admet une limite ( Re(F) et Im(F) ont une limite finie en t0 et alors lim(F)=lim(Re(F))+i lim(Im(F))

( F = ( Re(F) + i ( Im(F)

Stabilité par opérations, composition, stabilité des modules ...

Relation de Chasles ...

Mais non conservation des prop. issues de la relation d’ordre sur R.

R=P/Q et z fct complexe, QoZ ne s’annule pas


(Roz)’=(R’oz)*Z’=((Qoz)(P’oz)-(Poz)(Q’oz))/(Q²oz)*z’

ex d’applic. : calcul de ( exp(at)cos(bt) dt avec C+iS ...

( Equations différentielles :
(E)  : a(x)y’+b(x)y=c(x)

(e)  : a(x)y’+b(x)y=0


a, b, c 3 fct def sur I à valeurs dans K, continues

(e)  a des solutions, si y0 est sol alors s={(y0, ((K}

Pour trouver y0 : y0=exp(-A(x)) où A prim de b/a sur I, ( ln(y0(x))=-A(x) ( y’0(x)/y0(x)=-b(x)/a(x) ( a(x).y’0+b(x).y0(x)=0.

(E)  a des sol, y1 est SP, alors S={y1+(y0, ((K}

Pour trouver une SP, on écrit :

y=Cy0

(*b)

y’=Cy0’+C’y0
(*a)

2ème mb=0+C’y0   on trouve C’ puis C

Raccordements des points non définis

Eq. diff du 2ème ordre

(e)  a des couples de sol linéairement indep. (y0,z0) et alors s={(y0+(z0, ((,()(K²}


Soit y1 une SP de (E) alors S={y1+(y0+(z0, ((,()(K²}

Résolution de (e) :ay’’+by’+c=0 on résout l’eq caractéristique ar²+br+c=0

Dans R, on a :


(<0 : sol (+i( et (-i( alors sol x(exp((x)(( cos ((x)+( sin ((x))


(=0 : x(exp(r0x)((x+()


(>0 : x(( exp(r1x)+( exp(r2x)

Recherche de la SP :

ay’’+by’+cy=
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n=1 : 
si m n’est pas sol de l’EC : sol du type exp(mx)Q(x) avec Q de même degré que P


si m est sol simple : sol : x Q(x) exp(mx)


si m est sol double : sol : x² Q(x) exp(mx)

n qcq : on superpose les solutions

Rq : si sin ou cos, on superpose les sol. ...

( Intégration sur un intervalle quelconque :

s(I)={segments inclus dans I}

f est intégrable sur I si {( f sur J, J(s(I)} est majoré, alors c’est la borne Sup.

f int sur [a,b[ ( ]a,b[(R, x(( f(t) dt a une lim en b-

Chasles

f+g int. ( f et g int.

f~g   f int. ( g int.

ex fondamentaux : 1/(b-x)( int. sur [a,b[ ( (<1

f((x)=1/x( int sur [1,+([ ( ( > 1

1/(x-a)( int sur ]a,b] ( (<1 ...

f +=Sup (f, 0)

f -=Sup (-f, 0)

f int si f + et f - int et alors ( f=( f + - ( f -.

f int sur I ( |f| int sur I et alors |( f| ( ( |f|

prop de l’intégrale de Riemann qui se généralisent : linéarité, conjugaison, stricte croissance pour les fonctions continues, ineg. de Schwarz ...

Pratique de l’étude :
· vérifier f continue

· si f n’est pas (0 considérer g= |f|

· si I ouvert, Chasles pour avoir intervalle ½ ouvert

· tenter de trouver ~ en a et b pour conclure

· sinon essayer de majorer

( Fonctions de deux variables :
norme eucl 
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partie bornée : A(R² est borné si ( k>0 | A(D°(O,k)

( partie ouverte si ( M0((, ( (>0 | D°(M0,() ((
partie fermée, complémentaire d’une partie ouverte

M adhérent à D si ( P=(Pn)(n(N) de DN qui converge vers M0

applic. projection (x,y)(x et (x,y)(y

Eq. d’ouverts : {M(R² | f(M)>0} on remplace par ( ou = pour eq. de fermé.

Dérivabilité :


f derivable en M0 dans la direction de H :
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f(M0+h)=f(M0)+h (f/(x(m0)+k (f/(y(M0)+||H|| ((M0+H)
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f(M0+H)-f(M0)=grad (f)(M0).H+ ||H|| ((M0+H)

Th. de Schwarz : f de cl C2 sur ouvert U de RN, (²f/((x(y)=(²f/((y(x)

Th. des fct implicites :


f(M0)=0 (f/(y(M0)(0



f(x,y)=0 ( y=((x)

( Intégrales doubles :
On commence par les fonctions en escalier ...

(( f=(( f(x,y) dx dy

Linéarité, « Chasles » ...

Th. de Fubini : (( f (sur R)= 
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 où R=[a,b]x[c,d]

On applique le même type de raisonnement que pour l’intégration simple

On peut généraliser à des domaines simples (pas forcément rectangulaires).

Th. de chgmt de variable :

1. (( f(x,y) dx dy (sur D)= (( f(au+bv+(,cu+dv+() |ad-bc| du dv   avec ad-bc(0 (sur ()

2. (( f(x,y) dx dy (sur D)= (( f(r cos (, r sin () r dr d( (sur ()

( Morphismes :
(E,*)   (E’,*’)


f transforme * en *’ : ((x,y)(E², f(x*y)=f(x)*’f(y)

f morphisme de groupe ( ((x,y)(G², f(xy)=f(x)f(y)

f morphisme d’anneau alors ((x,y)(A², f(x+y)=f(x)+f(y)   f(xy)=f(x)f(y)   f(0a)=0a’   f(1a)=1a’

   ... (corps, ev, algèbre ).

F morph. de gpe G(G’ alors f(G) est un ss gpe de G’ et f -1({1g’}) ss gpe de G

f morph de gpe : f surj. ( Im(f)=G’   f inj. ( Ker(f)={1g} ( Oe pour un anneau )

sous groupe : G’ partie de G, stable pour *, 1g(G’ (x(G’, son inverse est dans G, x-1 est dans G’

sous anneau : A’ partie de A, stable pour + et *, -1a(A’

sous corps : K’ partie de K, stable pour + et *, -1k(K’ (x(K’\{0k}, x-1(K’

sous espace vectoriel : E’ partie de E, stable pour + et *, 0e(E’

sous algèbre : A’ partie de A, stable pour +, x et *, -1a(A’

( Convexité :




Il s’agit ici d’une courbe convexe


f convexe ( (n(N*, ((x1,...,xn)(In, ((t1...tn)([0,1]n | t1+...+tn=1



f(t1x1+ ... +tnxn) ( t1 f(x1)+ ... +tn f(xn)

f convexe ( f’ croissante ( f’’(0

f concave ( f’ décroissante ( f’’(0

applic : moyenne geom ( moyenne arithmétique

f convexe ( ((a,b,c)(I3, a<b<c, on a : (b-c)f(a)+(c-a)f(b)+(a-b)f( c) ( 0

algèbre :

( Espaces vectoriels sur un corps K :

Système libre : 
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un système est lié ( un de ces éléments est une c.l. des autres

Vect (A) : ens des c.l. de A

L’intersection de 2 ss ev est un ss ev

F1, F2 2 ss ev : l’ens. {x1+x2, (x1,x2)(F1xF2} est un ss ev de E

2 ss ev sont supplémentaires si F1(F2={0} et F1 ( F2=E

un système est générateur de E si ( x(E, x est c.l. du système.

Un système libre et générateur est une base.

Toutes les bases d’un même ev ont le même nombre d’éléments.

Si S est libre et p=n ( S est une base

Th. : On peut toujours compléter un système libre en une base.

F(G (2 ss ev) et dim(F)=dim(G) ( F=G

Grassmann : F et G 2 ss ev de dim finie alors F+G est de dim finie et dim(F+G)=dim(F)+dim(G)-dim(F(G)

F(G={0}
F+G=E

dim(F)+dim(G)=dim (E)


2 de ces 3 propriétés suffisent pour que F ( G=E

( Applications linéaires : (( homomorphismes)

((x,y)(E², f(x+y)=f(x)+f(y) et (((,x)(KxE, f((x)=( f(x)

caractérisation : conservation des c.l.

ens : L(E,F)

B base de E de dim n, f(L(E,F) alors 
f inj. ( f(B) libre 






f surj. ( f(B) générateur de F

((f,g)((L(E,F))², f+g(L(E,F) et Im(f+g)(Im(f)+Im(g)

Ker((f)=Ker(f)   et   Im((f)=Im(f)

Munie de ses 3 opérations, L(E) est une K-algèbre, non commutative, non intègre (sauf si E de dim finie=0 ou 1)

Groupe GL(E) : ens. des automorphismes.

Ex d’endomorphismes :

les homothéties : h(=(Ide


elles commutent avec tous les endomorphismes.

Les projections : E1, E2 sont 2 ss ev supplémentaires dans E

(x(E, (! (x1,x2)(E1xE2 | x=x1+x2


f proj. de x sur E1 parallèlement à E2 alors f(x)=x1 (de même pour x2 sur E2 ...)

Ker(f)=E2 et Im(f)=E1

caract. : pop=p

p et q 2 proj. assoc. ( p+q=Ide et poq=qop=0


[image: image32.wmf]sym

pr

pr

E

pE

E

pE

E

pE

1

2

1

2

2

1

=

-


caract. : sos=Ide

Th. du rang : dim(E)=dim(Ker(f))+dim(Im(f))

E est un K-ev de dim finie et f(L(E) : f inj ( f surj ( f automorphisme.

Forme linéaire : applic. linéaire E(K avec sa structure d’ev sur lui même

dual : E*=L(E,K)

B=(e1...en) base de E,((1,...(n) les coord de x dans B, x((i sont des formes lin. notées (e1*,...en*)

((i,j)([[1,n]]², ei*(ej)=((i,j)

( Suites récurrentes linéaires à 2 termes :
(n(N, U(n+2)=aU(n+1)+bUn

L’ens sol est de dim 2

r²-ar-b=0 : eq caract de la recuurence

(>0 : Sr={((r1n+(r2n)n(N, ((,()(R²}

(=0 : Sr={(((+(n)r0n)n(N, ((,()(R²}

(<0 : Sr={(rn((cos (n()+(sin (n())n(N, ((,()(R²}

( Matrices :
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matrice à n lignes et p colonnes.

t.g. (terme générique), terme a(i,j) situé à la i ieme ligne et à la j ieme colonne.

Ens. : M(n,p)(K)

M(Be,Bf)(f)=M(Bf)(f(Be))

Matrice élémentaire(i,j) : matrice avec que des 0 sauf au terme (i,j) où on a un 1, de t.g. ((i,i0)*((j,j0).

Produit matriciel et par blocs

M(Bf)(f(S))=M(Be,Bf)(f)*M(Be)(S)

M(gof)=M(g)*M(f)

Une matrice M(n,n) est inversible si ( M’ | MM’=In

A matrice, tA est une matrice de t.g. a’(i,j)=a(j,i)

t(AB)=tBtA

A(GLn(K) ( tA(GLn(K) et dans ce cas t(A-1)=(tA)-1.

A est symétrique si tA=A et antisym. si tA=-A

Matrices triangulaires supérieures si ((i,j)([[1,n]]², i>j ( a(i,j)=0 (inférieures ...)

Matrice diagonale si ((i,j)([[1,n]]², i(j ( a(i,j)=0 dans ce cas le prod. matriciel est le produit terme à terme.

Matrices scalaires : (In

( La structure de groupe :
(G,*) groupe, a(G, {an, n(Z} est un sous groupe de G, c’est le sous groupe engendré par a : Gr(a).

Ordre de a : Card(Gr(a))

Sous groupes de (Z,+) : les parties nZ

Fa : n(an est un morph.de groupes

ordre de a infini ( Ker (Fa)={0}

a d’ordre fini ( Ker (Fa)=nZ

(G,*) est monogène si ( a(G | G=Gr(a)={an, n(Z} (a est générateur).

( Un groupe est cyclique si monogène et fini

Formule des indicateurs d’Euler : (n(N*, 
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 où ((n) donne le nombre de générateurs de Un.

(S(E),o) gpe des permutations d’un ens E

Il est d’ordre n!, abélien si n ( 2

Cycles : ex : (=(1(4(3(6() (
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transpositions : cycles d’ordre 2

Th. : ( la permutation, on peut la décomposer en tanspositions.

I(() : le nb des couples (i,j) avec i<j ayant une inversion

Signature : ((()=(-1)I(().

( est pair si ((()>0 et impair si ((()<0

( cycle d’ordre p : parité : p+1

( Changement de base :
Th. : M(B)(S)=M(B)(B’)*M(B’)(S)

M(B)(B’) : matrice de passage de B à B’ :P(B,B’)

Elles sont transitives, (P(B,B’))-1=P(B’,B)

Chgmt de bases pour les applic. lin. : M(B’e,B’f)(f)=(P(Bf,B’f))-1*M(Be,Bf)(f)*P(Be,B’e)

( La trace ne dépend pas de la base choisie.

Soit p une proj. de matrice M alors dim(E1)=rg(p)=Tr(M)

Calcul d’inverse de matrice : On transforme en système entre les nouvelles et les anciennes coordonnées, les coef. de chaque ligne sont pris en colonne dans la matrice.

( Rang, équivalences des matrices :
rg(S)=dim(Vect(S))

rg(f)=dim(Im(f))=rg(f(Be))

Sc : syst. des vecteurs colonnes d’une matrice

Sl : syst. des vecteurs lignes d’une matrice

rg(M)=rg(Sc(M))

Matrice type de rang r : matrice nulle sauf des 1 sur les r premières valeurs de la diagonale

équivalence de matrices : M~N ( ((P,Q)(GLn(K)*GLp(K) | M=PNQ

M~N ( rg(M)=rg(N)

Manipulations élémentaires (réversibles).

On ne change pas le rang d’une matrice en effectuant des manip. élémentaires.

M(GLn(K) ( rg(M)=n ( M~In

M(GLn(K) ( on peut, par manip. elem. sur les lignes seulement, tansformer M en In


On obtient M-1 en effectuant les mêmes manip. sur In.

( Déterminants :
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 (n! termes)

si det d’ordre 3 ( Règle de Sarrus

Th. : det(tA)=det(A)

n-linéairité : f : E1xE2x...xEn(F est n-linéaire si linéaire pour toutes les applic. partielles.

f est symétrique : ((x1,...,xn)(En, ( ( de [[1,n]], f(x(((1)),...x(((n)))=f(x1,...,xn)


antisym. ou alternée s’il y a un signe -

f alternée ( f(x1,...,xn)=0

Th. : l’applic. det(B) est l’unique f forme n-lin. alternée sur E tq f(B)=1

det(B’)(B)=1/(det(B)(B’)

Th. d’orientation : R : BRB’ ( det(B)(B’)>0 relation d’équiv. Qui partage B en 2 classes d’équiv.

Th. : det(MM’)=det(M)*det(M’)

det(fog)=det(f)*det(g)=det(gof)

Développement par rapport à une ligne ou une colonne (Ne pas oublier le signe - éventuel).

Matrice mineure de A : matr carrée de taille (n-1) ou on a enlevé la i ieme ligne et la j ieme colonne

Un cofacteur est le det d’une matrice mineure.

Rq :
Si on échange 2 lignes ou colonnes, le det est * par -1 (plus galement : ((() )


Si 2 lignes sont proportionnelles : det = 0


Si il y a une ligne ou colonne formée de 0 : det = 0

Mais, on ne change pas le det en ajoutant une c.l. des autres lignes à une ligne (ou colonne).

Det d’une matrice triangulaire : produit des termes de la diagonale (valable pour det par blocs).

Th. : A*t com A= t com A*A=det(A)In

A-1=1/det(a)*t com A

( Propriétés affines des R-espaces vectoriels :
T={t(u),u(E} est stable pour o.

M((,B)(P)=M(B)( (P)

R’((,B) et R’’((’,B’) 2 repères posons C=M(R’)((’) et P=P(B,B’)

M(R’)(Q)=P*M(R’’)(Q)+C

Barycentre : (! G(E | 
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( ((E, G=(+
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Variété affine : A va ( ( F ss ev de E, ( u(E | A=t(u)(F)

(! Va dirigée par F contenant (
2 va sont parallèles au sens propre si leur directeurs sont égaux et au sens généralisé s’ils sont inclus l’un dans l’autre.

A(E, A convexe ( elle est stable par barycentres à coef. positifs. (Toute va et tt segment est convexe).

Applications affines : E (R-ev, applic affine : E(E ( ((L(E) et u(E | f=t(u)o( (ils sont uniques).

!!! : F représente une fct et f son endom associé.

(F(A)F(B))=f(AB) et F(A+u)=F(A)+f(u)
(FoG)=f o g

homothétie : h(M)= (+k (M

affinité de base E1 de dir E2 de rapport k p proj. sur E1 p à E2, alors ( M(E, a(M)=p(M)+k p(M)M

( Systèmes d’équations linéaires :
(E) 
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A de t.g. a(i,j) B de t.g. b(i) X de t.g. x(i)

(x1..xn) est sol de (E) ( AX=B

rg(E)=rg(A)

L’ens des sol de (e) est un ss ev de Kp de dim p-r

S est soit vide soit une va dirigée par s

(E)  est de Cramer : si p=n=r (autant d’eq que d’inc et le rang est max.)

( Un syst de Cramer a une sol unique.

La sol de (E) est (x1...xn) avec ( i([[1,n]], xi=det(Ai)/det(A) où Ai est obtenue en remplaçant dans A la i ieme colonne par B.

Méthode du pivot de Gauss :


On peut appliquer des opérations élém. sur un syst. sans changer les sol (suppression d’eq 0=0, échange de 2 eq, echange de la place de 2 inc, mult d’une eq par ((0, ajout à une eq. une c.l. des autres ).

On tansforme le système en système pseudo-triangulaire à diagonale partout non nulle.

S’il y a des sol : (x1...xp) sol principales et (x(p+1)...xn) sol paramétrantes.

( Espaces vectoriels euclidiens réels :
f forme bilinéaire sur E : applic. E²(R linéaire / à chacune des 2 var

f est sym si ((x,y)(E², f(x,y)=f(y,x)

Produit scalaire : forme bilin, sym, def positive ((x(E, f(x,x) ( 0 et f(x,x)=0 ( x=0)

ex : f((x,y),(x’,y’))=xx’+yy’

Norme assoc : ||x||=((<x|x>)

ineg. de Schwarz : |<x|y>| ( ||x||.||y||

ineg. de Minkowski : | ||x||-||y|| | ( ||x+y|| ( ||x||+||y||

d(M,N)=||MN||

formule de polarisation : <x|y> = ¼(||x+y||²-||x-y||²)
identité du parallélogramme : ||x+y||²+||x-y||²=2(||x||²+||y||²)

u et v orthogonaux si <x|y>=0

Th. de Pythagore : u(v ( ||u+v||²=||u||²+||v||²

qq propriétés : A(B ( A(B( ( B(A(   A(B ( B((A ...

syst. orthog ((i,j)(I², i(j, ui(uj
orthonormé : orthog. Et ( i(I, ||ui||=1


cad ((i,j)(I², <ui|uj>=((i,j)

Tout syst orthonormé est libre.

Procédé de Schmidt pour trouver une b.o.n. de E


on pose u1=e1/||e1||


u’2=e2-<e2|u1>u1 puis u2=u’2/||u’2||


u’3=e3-<e3|u1>u1-<e3|u2>u2 puis u3=u’3/||u’3||


etc ...

F et F( sont supplémentaires.

( Endomorphismes dans les espaces euclidiens :
f est sym. si <f(x)|y>=<x|f(y)> et antisym. si <f(x)|y>=-<x|f(y)>

f sym ( M(B)(f) est sym (resp. antisym.)

Soit p proj et s sym, ils sont orthog. ( f sym.

Minimum de distance réalisé par la projection : 
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f orthogonal si <f(x)|f(y)>=<x|y>

O(E) : ens des endom orthog.

f(O(E) ( f(B) b.o.n.( ( x(E, ||f(x)||=||x||

SO(E)=O+(E) (de det = +1) et O-(E) de det = -1

s sym, s sym orthog. ( autom.orthog.

reflexion : sym ( / hyperplan


retournement : sym ( / ss ev de dim (n-2)

Matrice orthog. : matrice carrée inversible tq A-1=t A

A(On( R) ( At A=In ( t AA=In

( Espaces vectoriels euclidiens de dimension 2 et 3 :
Det(x1,x2,...xn) est le det de ses vect dans une b.o.n.

Dét est une forme n-linéaire alternée

E ev de dim 3, ((u,v)(E², (! w(E | (x(E, Det(u,vuw)=w.x

w=u(v cad (x(E, Det(u,v,w)=w.x

(u(v)(w=(u.w)v-(v.w)u

u((v(w)=(u.w)v-(u.v)w

( n’est pas associatif (ni commutatif).

Si (u,v) libre ( (u,v,u(v) base directe de E

cos (=u.v/(||u|| ||v||)
sin (=Det(u,v)/(||u|| ||v||)

Matrices orthog. : 
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 avec (={1,-1} (([0,2(]

SO(E)={r((), ((R}

r(()or((’)=r((+(’)

Angle de droites : angle entre 2 vecteurs directeurs calculé à ( près.

Soit D er D’ ayant pour angle (, s(D) o s(D’) est une rot d’angle 2( et de centre le pt d’intersection

r(() o s(D) : réflexion / dte D’ tq (D,D’)=(/2

s(D) o r(() : réflexion / dte D’’ td (D,D’’)=-(/2

Th : E ev eucl de dim 3, ( f ( SO(E), sa matrice est de la forme : 
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Toute réflexion est le produit de 0 ou 2 réflexions.

Tout autom orthog peut s’écrire comme le produit de 1 ou 3 réflexions.

( Paramétrage de courbes :
F param., F(t)=(+((t) i+((t) j
( et ( sont les eq paramétriques.

F de cl Ck si ( et ( sont de cl Ck

r=((t) et (=((t) : eq param en polaire

Th. de relèvement : F(Ck(I,E) avec k ( 1 tq ( t(I,F(t)((

alors (((,()((Ck(I,R))² | F=(+(u o ( (ou r=((t) et (=((t) t(I)

( : chgmt de param de Ck : fct I(I1, ( bijective, de cl Ck et (-1 de cl Ck

Soit F et F’ 2 param. : F~k F’ si ( ( chgmt de param tq F=F1 o ( (ils sont Ck équivalents et positivement si ( st croissante).

~k et ~(k,+) sont des rel. d’equivalence.

Arc géom : classe d’équivalence pour ~k (ou ~(k,+) pour un arc orienté)

( a une ½ tg lorsque t((F(t)-F(t0))/||F(t)-F(t0)|| a une limite en t0- (tg si en t0- et t0+)

M0 est régulier pour ( si F’(t0)(0


il est birégulier si (F’(t0),F’’(t0)) est libre

M0F(t) se décompose localement dans la base (F’(t0),F’’(t0)) avec une ordonnée >0

( (i,j)([[1,k]]² tq (F(i)(t0), F(j)(t0)) est une base de E, i<j (soit p et q ces + petits entiers)

On a le d.l. :
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Position de la courbe :

· p impair et q pair : pt d’allure ordinaire

· p et q impairs : point d’inflexion

· p pair et q impair : point de rebroussement de 1ère espèce

· p et q pairs : point de rebroussement de 2ème espèce

Recherche pratique de la nature d’un point sur une courbe :


( on calcule les derivées successives de ( et (

( on cherche un d.l. de ( et ( à un ordre suffisant.

( Propriétés métriques des arcs géométriques :
Longueur de ( : 
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 : abscisse curviligne de M pour l’origine M0(t0)

Param. normalisé de ( : tout param. G :J(E tq (s(J, ||G’(s)||=1

Soit un arc géom de cl Ck (k(1) sans pt doubles : il a param normalisés ( pas de pts singuliers.

Repère de Frenet : ( un arc géom de cl Ck (k(1)



(F(s),t,n) tq t dirigé par la ½ tg en F(s) et qu’il soit o.n. direct

ex : la chaînette (y=ach(x/a))

ellipse, parabole, cycloïde ...

Courbure : G : J(E normalisé, (s, (F(s),t(s),n(s)) rep de Frenet, ( ( : J(R tq ( s(J, t(s)=u(((s)) et n(s)=u1(((s))


((s) est l’angle de contingence de la ½ tg en M(s)


c(s)=(’(s) est appelé la courbure de ( en M(s)

Formules de Frenet : ( s(J, t’(s)= (’(s)n(s) et n’(s)=- (’(s)t(s)

Rayon de courbure : R(s)=1/c(s)

Centre de courbure : ((s)=F(s)+R(s)n(s)  (Le cercle de centre ((s) et de rayon R(s) approche le mieux la courbe en M).

( Développée : ens des centres de courbure

((u) : longueur de l’arc, G param normalisé G=Fo(-1, t(((u))=F’(((u))/(’(u) et t’(((u))(’(u)=(to()’(u)=c(((u))n(((u))(’(u)

Application à la cinématique

( Etude des courbes définies par une eq polaire :

r=f(() ( F(()=(+f(().u(()
avec u(()=cos ( i+sin ( j

Si f a une période T : F invariante par rot d’angle T.

f (-périodique ( int de longueur ( et sym / (
f 2(-périodique ( int de longueur 2( (toute la courbe)

( ((I tq (+((I, f((+()=-f((), f est 2( périod. Et F est ( périod.

Vérifier s’il y a des symétries éventuelles

les tg en M0((0)=( sont les droites passant par ( d’angle polaire (0

aux autres points : F’(()=f’(()u(()+f(()u1(() avec f(()(0

Pt d’inflexion lorsque Det(F’((),F’’(()) s’annule en changeant de signe

Branche infinie lorsque f(()(((
Courbes classiques : 

· cercles de centre (, f(()=c

· dtes ne passant pas par (, f(()=-h/(u cos (+v sin ()
(dte verticale : ux=-h)

· cercles passant par (, f(()=2a cos (+2b sin (
· coniques f(()=p/(1-e cos ()

Eq générale : r=a/(b+c cos (+d sin () (a=0 pt (, c=d=0 : cercle de centre (, b=0 dte ne passant pas par (, a(0, b(0 ( conique ).

( Géométrie analytique :
Dte passant par A(x0,y0) dirigée par u((,() : ((x-x0)-((y-y0)=0, orthog à N(u,v)(0, ux+vy+h=0

Eq normalisée :ux+vy+h=0 lorsque u²+v²=1

Cercles d’Appolonius : courbes de niveaux ...

coniques : ens M tq d(F,M)=e d(M,D) ( (1-e²)x²+y²-2epx-p²=0

e=1 parabole, e<1 ellipse, e>1 hyperbole ...

Recherche inverse : Ax²+By²+Cx+Dy+E=0

· AB=0 : parabole

· AB>0 :

A(x+()²+B(y+()²=E’

1. E’<0 : (=(
2. E’=0 : (={M0}

3. E’>0 : ellipse ( point

· AB<0 :

A(x+()²+B(y+()²=E’

1.  E’=0 : hyp. dégénérée en ses 2 asymptotes

2.  E’<0 : on peut se ramener à E’>0

3.  E’>0 : hyperbole

L’hyperbole est équilatère si les asymptotes sont orthogonales.

Ellipse : f et F’ les 2 foyers ( M(E, MF+MF’=2a

Hyperbole : |MF’-MF|=2a et réciproquement

Géométrie en dim 3 :

On distingue les surfaces et les courbes

Eq plan : passant par A et dirigé par plan : Vect (U((,(,(),U’((’,(’,(’)) (on écrit le déterminant égal à 0)


eq de la forme : ux+vy+wz+h=0 et 
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ou eq param. M=A+(U+(’U’

eq param de dte : 
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Faisceau de plans :


Soit D une dte d’eq 
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 les plans contenant D sont : 
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eq de sphère : (x-a)²+(y-b)²+(z-c)²=R²

eq param cercle donné par plan, centre, rayon.

Proj ( cercle sur plan est une ellipse

Distance dte-point : D : ux+vy+h=0 M0(x0,y0)(E ( d(M0,D)=|ux0+vy0+h|/((u²+v²)

dans l’espace : d(M0,D)=|ux0+vy0+wz0+h|/((u²+v²+w²)

dans l’espace : d(M0,D)=||MoA(u||/||u||

Angles : (AB,CD)=arg ((d-c)/(b-a))

condition d’alignement : ABC alignés ( (b-a)/(c-a)(R

condition d’orthogonalité : AB ( AC ( (d-c)/(b-a)(iR

condition de cocyclicité : ABCD cocycliques ( (c-a)(d-b)/((d-a)(c-b))(R

( Application affines dans les espaces vectoriels euclidiens :
I(f)={M(E | f(M)=M}

isométrie : ((M,N)(E², ||f(M)f(N)||=||MN||

f isom. ( f applic. affine et g (endom. assoc.) est orthogonal.

( SO(E) : isom >0 ou déplacement

( O-(E) : isom <0 ou antidéplacement

H et H’ 2 hyperplan parallèles s(H’) o s(H)=t(2u) avec t(u)(H)=(H’) et réciproquement

H et H’ 2 hyperplans non parallèles s(H’) o s(H) (Is+(E)

Hyperplan médiateur

en dim 2, rot  affine (...)

Dans le plan : Is+(E)=T({rot. affines}

Similitudes : d(f(M),f(N))=k.d(M,N)

Si rapport >0 (simil directe) : composées d’isom. et d’homoth. affines de rapport (0

Th. : décomposition simil directe en rot et homothétie.

(! Simil directe | s(A)=A’ et s(B)=B’

en dim 3, O+(E)={rot. vectorielles}

rot d’axe D d’angle ( pou l’orient de u (conserve D ...)

Vissage : composée d’une rot d’axe D d’angle ( pour l’orient de u et d’une translation de vecteur (u

Les isom >0 sont les vissages

( Equations fonctionnelles :
A dense dans I ( (((,()(I², (<(, ( ](,([ ( A=(
Cet ensemble est infini

A dense dans I, si f et g coïncident sur A ( f=g

Eq fonctionnelle : fct vérifiant certaines relations (((x,y)(I², f(x+y)=f(x)+f(y) ...) et continues sur I

( 2 stratégies :

1. Justifier que la fct est de cl C1 sur I (intégration de l’eq fonctionnelle pour exprimer f en fct d’une de ses primitives), dériver 2 fois, trouver une eq diff vérifiée par f

2. Trouver par cas partic. sur x et y les valeurs de f sur une partie dense dans I, conclure avec la densité

Stratégie 2 :


f est sol      f(x+y)=f(x)+f(y)



x=y=0 f(0)=2f(0) ( f(0)=0



f(nx)=n f(x)



f(-x)=-f(x)



d’où f(x)=f(1) x



Conclusion : si f sol, ( a(R | f(x)=ax, réciproque évidente

Stratégie 1 :


f est sol

f(x+y)=f(x)+f(y)


y fixé, (x(R, 
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f composée et somme de fct de cl C1 donc f(C1( R)


On dérive / aux 2 variables ( ((x,y)(R², f’(x)=f’(y) ( f’ cste


(((,()(R² | (x(R, f(x)=(x+( et f(0)=0 ( f(x)=(x

Applications :

· morphisme de groupe de (R,+) dans (]0,+([,*) : f(x)=exp(ax)

· morphisme de groupe de (]0,+([,*) dans (R,+) : f(t)=a ln(t)

· morphisme de groupe de (]0,+([,*) dans (]0,+([,*) : f(x)=xq
*****************************
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