Résumé de cours de mathématiques

Mathématiques Spéciales - MP 

( Algèbre générale :

Th : f : G(G’ morph de groupes


H ss gpe de G ( f(H) ss gpe de G’


H’ ss gpe de G’ ( f-1(H’) ss gpe de G

Congruences : a(b [n] ( (a-b) multiple de n

   a(b [n] ( a et b ont même reste par div eucl par n

   congruence [n] : rel d’équiv sur Z, Cl(a)={b(Z, a(b [n]}={...,(a-2n),(a-n),a,(a+n),(a+2n),...}


elle est compatible avec + et x

Z/nZ ={classes de n entiers consécutifs}

Cl(a)+Cl(a’)=Cl(a+a’)
Cl(a).Cl(a’)=Cl(a.a’)

Th : (Z/nZ,+) gpe abélien d’élément neutre Cl(0)

Th : f : 
Z(G   (G,.) gpe a(G


n(an   morphisme de groupes

Def : (G,.), a(G, les puissances de a sont le ss gpe engendré par a : Gr(a)


H ss gpe de G si ( a(G | H=Gr(a) alors H monogène et cyclique si H fini

Th : Cl(n’) engendre Z/nZ ( n et n’ 1ers entre-eux

Ordre de a : card du ss gpe qu’il engendre

Action de G sur E : GxE(E



    (g,x)(g*x



tq ((g,g’)(G², (x(E, g*(g’*x)=(g.g’)*x



     (x(E, e*x=x

Orbite : Orb (x)=G ;x={y(E, (g(G | y=g*x}
x(Orb(x), ens des orbites sous action de G : partition de E

Caract idéaux : A anneau commutatif, I(A, I idéal de A ( (I((  ((x,y)(I², (x+y)(I  (x(I, (a(A,ax(I)

Th : f morph A(A’, 
si I idéal de A alors f(I) n’est pas un idéal de A’




si I’ idéal de A’ alors f-1(I’) est un idéal de A

petit th de Fermat : si p premier, (n(Z, np(n [p]

Dans Z, idéaux de Z : ss gpes nZ, n(N     Z anneau principal

f : K[X](A

     P(P(()      morph. d’algèbre

Polynôme annulateur : Ker f={P(K[X], P(()=0} idéal de K[X]

Th : si ( admet un polyn min P( de deg n alors K[(] de dim n et ((0,(1,...,(n) base.

( Algèbre linéaire :

Projecteurs : p o p=p   
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Im(p) invariant par p, E=Im p ( Ker p, p proj sur Im(p) et (Id-p) proj sur Ker(p)

Matrices : Tr(AB)=Tr(BA)
Tr(tA)=Tr(A)

Matrices semblables : B=P-1AP
P(GLn(K)


 équivalentes : B=PAQ
P(GLn(K)  Q(GLn(K)

Dualité : E ev sur K


Esp. Dual de E sur K noté E* : ens des formes linéaires sur E   E*=L(E,K)

Si F admet un supplémentaire G de dim finie, alors tous les supplem. de F sont isomorphes à G de dim codim(F)

gof=0 ( Im f (Ker g

Ker f (Ker(gof)

Im(gof) (Im g

Ker fn(Ker fn+1

Im fn+1(Im fn
Th : E ev, H hyperplan, ( ( forme linéaire tq Ker(()=H

Def : B=(e1,e2,...,en) base de E

Formes coordonnées : ((1,(2,...,(n) tq (i : E(K   x(coord n°i de x dans B

Ces formes constituent une base de E*

Th : (e1...ep) vect de E, u : E*(Kp associé, (e1...ep) libre ( u surjective

u : (((((e1),((e2),...,((en))

Th : ((1...(p) formes lin, v : E(Kp associé, ((1...(p) libre ( v surjective

( Algèbre bilinéaire :

( forme bilin sym, q(x)= ((x,x)
q(x+y)=q(x)+q(y)+2((x,y)

q((x)=(²q(x)

Def : Forme quadratique q : E(R ( ((x,y)=1/2*(q(x+y)-q(x)-q(y))   q((x)=(²q(x)

( et q sont positives si (x(E, q(x)(0

Ineg de Cauchy-Schwarz : ((x,y)²(q(x).q(y) si q positive

( et q def positives ( elles sont positives et (x(E, q(x)= ((x,x)=0 ( x=0

On a alors égalité dans l’inégalité de Cauchy

Th : A la matrice de ( et q dans B base, (x,y)(E², X et Y leur mat colonne dans B


((x,y)=tXAY
q(x)=tXAX

Matrices congruentes : A et B congruentes ( B=tPAP   (P inversible), les matr ont même rang et un det de même signe.

Méthode de Gauss : on forme des carrés.

Def : base q-orthogonale de E : base ou q s’exprime par 
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cad une base dans laquelle M(q) est diag.

Th : Toute forme quadratique admet des bases de réduction

Th d’inertie de Sylvester :

q f.q. de rang r(0, 
[image: image3.wmf]l

j

i

i

i

n

2

1

=

å

décomp en carrés de q

p : nb de coef ( >0 et p’ : nb de coef ( <0 sont indep de la décomp effectuée

Def : signature de q : couple (p,p’)

( Suites numériques :

Une suite réelle monotone cvge ( elle est bornée

Th des suites adjacentes ...

Th : (un) et (vn) convergentes, si (n, un(vn alors lim un(lim vn
Th des gendarmes

Extraction : applic strictement croissante de N dans N


(vn) suite extraite de u ( ( ( extractrice tq (n(N, vn=u(((n))

a valeur d’adhérence de (un) ( ( suite extraite de (un) qui cvge vers a

Th : si (un) complexe cvge, elle n’admet qu’une valeur d’adhérence

Th Bolzano Weierstrass : 


De toute suite complexe bornée, on peut extraire une suite convergente

Une suite est de Cauchy si ((>0 ; ( N(N | ((p,q)(N², p(N, q(N ( |up-uq|((
Th : une suite cvgente et de Cauchy

Toute suite de Cauchy est cvgente dans espace vectoriel COMPLET (ex : esp de dim finie)

Th du point fixe :


A partie fermée de C, f : A(A


Si f contractante alors f admet un unique pt fixe dans A


Toutes les suites def par u0(A et un+1=f(un) cvgent vers ce pt fixe

Propriétés d’équivalence, de négligeabilité ...

Th de Césaro : (un) suite complexe et vn tq vn=(u0+...+un)/(n+1) (n(N



Si (un) cvge vers l ( (vn) aussi

corollaire lim(un+1-un)=l, si l=0 alors Un<<n, si l(0 alors Un ( nl

( Séries numériques :

Def : couple (Un,Sn) tq (n(N, Sn=
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S0=U0 et Un=Sn-Sn-1
La série converge si (Sn) cvge, la limite est la somme de la série

( Si une série cvge, son terme général cvge vers 0.

Séries à termes positifs :

donc (Sn) croissante et si Sn majoré ( cvge vers son Sup sinon diverge vers +(
Th : une série à termes positifs cvge SSI (Sn) majoré

Def : série absolument convergente si vn=|un| cvgte

si (un) abs cvgte ( (un) cvgte

Th : (n(N, vn(0 et un(0 (N(N | (n(N,n(N ( |un+1/un|(vn+1/vn alors un=O(vn)

La série de t.g. an cvge ( |a|<1

Règle de d’Alembert : (un tq un(0  (|un+1/un|)cvge vers l


si l<1 (un cvge abs sinon (un dvge avec lim |un|=+(
Th : (n(N, vn(0, un=O(vn)  si (vn cvge alors (un cvge absolument

Th : (n(N, vn(0, un=o(vn)  si (vn cvge alors (un cvge absolument et Rn(u)=o(Rn(v))

Th : (n(N, vn(0, un((vn)  si (vn cvge alors (un cvge absolument et Rn(u)(Rn(v)



si (vn dvge alors (un diverge et Sn(u) (Sn(v)

Séries de Riemann : de t.g. un=1/(n() ( réel



DV si ((1 et Sn(n1-(/(1-() si (<1 et Sn(u)(ln(u) si (=1



CV si (>1 et Rn(u) (1/(((-1)n(-1)

Comp à une intégrale : f cont pm sur [0,+([ à val (0 décroissante alors la série de t.g. 
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 est CV

La série de t.g. un=f(n) CV ( f intégrable sur [0,+([

Formule de Stirling : n ! ( nn.e-n.((2(n)

Séries à termes non positifs :

Critère de Cauchy

(Sn) complexe cvge ( (An) CV(part réelle) et (Bn) CV (part imaginaire)

Def : série alternée ((-1)nun) de signe constant

Critère spécial pour séries alternées :


Si série alternée, (un) de lim 0, (|un|) décroissante alors la série est cvgte et S encadré par Sn et Sn+1 du signe de u0 et (n(N, |Rn|(|un+1|

Th : la série de t.g. un=(-1)n/n( (Riemann alt.) cvge ( (>0

Méthode d’éclatement : si les séries éclatées cvgent toutes ( (un cvge si une seule diverge ( (un dvge mais si au moins 2 dvgent ( pas de conclusion

Méthode de regroupement : Th. : vn somme par paquets de p de un, si (vn CV et lim un=0 alors (un CV et les séries ont même somme

Familles sommables :

Def : E dénombrable si ( bijection ( de N dans E

ex : Z, N², Z², Q   mais pas [0,1[

Def : E dénombrable, Suite exhaustive dans E : (Jn) des parties de E, croissante pour l’inclusion, les parties de (Jn) étant finies et de réunion E.

Def : (uk)k(E est sommable si l’ens. {(|uk| k(E, K(PF(E)} est majoré et PF : Parties Finies

Familles positives :

Th : (uk) famille de réels (0, elle est sommable ( Sn convergente

et alors lim Sn=Sup {(uk k(K, K(PF(E)}

Th des gendarmes pour familles positives

Familles doubles :

(Up,q)(p,q)(N²à termes positifs est sommable ( (p(N, (up,q cvge de somme Sp et la série (Sp cvge


alors (up,q=
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( Réduction des endomorphismes :

Def : F ss espace stable par u : u(F)(F

F stable par u SSI M(u,B) triangulaire par blocs

Th de décomposition des noyaux :


u(L(E), P et Q 2 polyn 1ers entre-eux. Ker (PQ)(u)=Ker P(u) ( Ker Q(u)

Eléments propres : ( valeur propre ( Ker(u-(Id)({0}

Th : Les espaces propres assoc à des val pr distinctes ont une somme directe

Polynôme caractéristique de u : Cu(X)=det(u-X.Id)

Sp(u)=ens des racines de Cu(X)

Th : u(L(E), F ss ev stable par u alors CuF | Cu

Th : u(L(E) ( val pr de u, 1(dim E((n(  n( : ordre de mult de (
Th de Cayley Hamilton : Cu(u)=0

Sont équivalents :

· u diagonalisable

· E somme directe des esp propres

· Cu scindé (( val pr, dim E(=n(
· dim E somme des dim des esp propres

u diag ( ( P(K[X] | P scindé à racines simples, P(u)=0

Endom trigonalisable : B base qcq, Bt base de trig. P passage B(Bt, T=M(u,B) et A=M(u,Bt)


alors T=P-1AP ou A=PTP-1
Th : u trig ( polyn caract scindé

Drapeau d’un ss ev ...

( Espaces vectoriels normés :

A voisinage de E ( ( r(R+* | B(a;r)(A

Partie ouverte : (a(A, A admet un voisinage

Normes sur fct cont, matrices, polynômes ...

N1 et N2 : normes équivalentes ( définissent les mêmes ouverts ( ( ((,() strictem. positifs | (.N1(N2((.N1

Def : (xn) est de Cauchy ( ((>0, ( N(N, ((p,q)(N²,p(N, q(N ( ||xp-xq||((
( Une suite convergente est de Cauchy (pas de réciproque)
Th : E evn de dim finie alors E est complet

Compacité : K compact ( K(( et de toute suite dans K, on peut extraire une suite cvgte dans K

  ex : [0,1] mais pas [0,1[ou ]0,1]

Une partie compacte est fermée et bornée (réciproque fausse)

Th bolzano Weierstrass pour un evn ...

Continuité sur un evn

Th : lim f(x)(l qd x(a ( de tte suite (an) dans A de lim a, on a lim f(an)=l

f continue sur A ( (( ouvert (resp. fermé) de F, f-1(() ouvert (resp. fermé) de A

Th : l’image d’un compact par une applic cont est un compact

Th de Heine : Une fonction continue sur une partie compacte K est unif. continue sur K

Homéomorphisme :


F : A(F et B(F, f homéomorph ( f bij A(B, f continue sur A, f-1 continue sur B

f (L(E,F), sont équivalents :

· f continue sur E

· f continue en 0

· f bornée sur B (0,1)

· f bornée sur Bf (0,1)

· f bornée sur S (0,1)

· f unif cont

· f lipschitzienne

· ( M(R+ (x(F, ||f(x)||(M.||x||

Norme d’une applic lin : le plus petit réel M tq f soit M-lipschitzienne

||gof||(||f||.||g||

f : ExF(G bilinéaire, f cont ( ( M(R+ ((x,y)(ExF ||f(x,y)||(M.||x||.||y||

Th : dans un espace de dim finie, toutes les normes sont équivalentes

Critère de Cauchy, th du point fixe ...

Th : ( matrice A dans Mn(K), la série de t.g. (Ak/k !) cvge abs de somme exp(A) ou eA
  ! ! ! pas de formules sur les exp de matrices

Connexité par arcs :


A partie non vide de E evn, A connexe par arcs ( ((a,b)(A², ( f(C([0,1],A) | (f(0)=a et f(1)=b)

Th : A partie convexe ( A connexe par arcs

Sur R, les parties connexes par arcs sont les intervalles

Si A connexe p.a. alors f(A) aussi

( Calcul différentiel : 

f dérivable en a de vect derivé u ( 
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Th de Rolle : f : [a,b](R, f cont sur [a,b], f dérivable sur ]a,b[, f(a)=f(b)=0 ( ( k(]a,b[ | f’(k)=0

Th des accroissements finis : f : [a,b](E, ( : [a,b](R

f et ( der sur [a,b], (x([a,b], ||f’(x)||((’(x) alors ||f(b)-f(a)||(((b)-((a)

Th de prolongement des dérivées : 


f :[a,b](E si f cont sur [a,b], f der sur ]a,b] et lim f’(x)= l qd x(a alors f der en a et f’(a)=l

Th : les Cn forment une suite décroissante pour l’inclusion

Difféomorphismes : k entier non nul ou l’infini



f Ck-difféomorphisme ( f bij de I dans J, f de classe Ck et f-1 de classe Ck
Th : f Ck-difféomorph de I dans f(I) ( f de classe Ck et f’ ne s’annule pas sur I

Formules de Taylor

( Calcul intégral :

[image: image8.wmf]f

x

dx

f

x

dx

a

b

a

b

(

)

(

)

ò

ò

£


On utilise les fcts en escalier

Th : Toute fct numérique monotone (ou continue) sur [a,b] est intégrable sur [a,b]

Sommes de Riemann : f : [a,b](E {x0...xn} une subdivision de [a,b], yi dans [xi-1,xi]


R(f, {x0...xn}, yi)=
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Ineg de Cauchy Schwarz : 
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( Fonctions définies par des intégrales :

I intervalle de R f : I(E, f localement intégrable sur I ( f int sur tout segment [a,b] ( I

Int de sa borne sup 

Th : f : I(R, si f cont sur I, alors Fa int fct de sa borne sup est une prim de f sur I

Prim à connaître, 1/(x-(a+ib)) ( ½*ln((x-a)²+b²)+i.Arctan ((x-a)/b)   a et b réels

Règles de Bioche ... sinon u=tan (t/2)

Si exp, on pose u=ex, pour les fcts hyperboliques : même transf. que pour les fcts non hyperboliques

Th de relèvement : I int de R, f : I(C, si f de classe Ck, k(1, (t(I, |f(t)|=1 alors ( ( : I(R tq de cl Ck, f=ei.(
Calcul approché des intégrales : méthode des rectangles, trapèzes ou de Simpson

( Intégration sur un intervalle non compact :

Def : f int sur I ( {( f sur J, J(K(I)} majoré  K(I) : intervalle compact de I

(f sur I =Sup {( f sur J, J(K(I)}

Th : f et g applic I dans R, 0(f(g si g intégrable alors f aussi, mais si f pas intégrable g non plus

Si au vois de b, f=O(g) ou f=o(g) si g int alors f aussi

f(g alors f et g sont int ou pas int toutes les deux

Méthode pratique pour les fonctions positives :
· déterminer int de travail I

· f loc int sur I

· f positive

· remplacer f par g équiv plus simple

· étudier integ de g

Fcts complexes : f int ( |f| int

Th : f : [a,b[(C int sur [a,b[ et F(x)=( f entre a et x  alors (( f sur I)=lim F(x) qd x(b (pas de réciproque)

Fct de Riemann : 
x(1/x( int sur [1,+([ ( (>1



x(1/(x-a)( est int sur [a-1,a[ ou ]a,a+1] ( (<1

Fct exp : x(e-a.x int sur [0,+([ ( a>0 et de valeur 1/a

Fct log : ln int sur ]0,1] mais pas sur [1,+([

Méthode pratique :
· définir I et f

· préciser ens d’arrivée ( si R+ fct positive)

· si f non positive


( on prend |f| et on coupe I ou f en morceaux  (IPP ou DL)

F1(x)=( f de a à x   et G1(x)=( g de a à x    F2(x)=( f de x à b   et G2(x)=( g de x à b

Th : si au voisinage de b, f=O(g), si g pas int alors F1=O(G1) et si g int alors F2=O(G2)

Th : si au voisinage de b, f=o(g), si g pas int alors F1=o(G1) et si g int alors F2=o(G2)

Th : si au voisinage de b, f(g, si g pas int alors F1(G1 et si g int alors F2(G2

( Suites et séries de fonctions :
Suites de fonctions :
Def : fn cvge simplement vers f : A(F si (a(A, f(x) soit la limite de fn(x) qd n(+(
Convergence uniforme : fn cvge uniformément vers f : A(F qd 

(n(N, fn-f bornée sur A et la suite Mn=Sup ||fn(x)-f(x)|| cvge vers 0

fn cvge uniformément vers f ( fn cvge simplement vers f

Def : (fn) suite d’applic, (fn) cvge unif de Cauchy qd



((p,q)(N², fp-fq bornée et ((>0, ( N(N, ((p,q)(N², p(q(N ( Sup ||fp(x)-fq(x)||((  x(A

Th : une suite unif de Cauchy est unif cvgte

Cvgence en moyenne : cvgence dans Lc1(I,K) pour ||.||1
Cvgence en moyenne quadratique : cvgence dans Lc2(I,K) pour ||.||2
Th d’interversion des limites :
a adhérent à A (fn) applic A(F de dim finie tq (n, ( ln=lim fn(x) qd x(a et (fn) cvge unif vers f

alors (ln) cvge, f a une limite en a suivant A et 
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corollaire : si (n(N, fn cont sur A et fn cvge unif vers f sur A alors f cont sur A

Th d’intégration et dérivation pour des suites qui cvgent uniformément
Th de Lebesgue : 

1. Th de cvgence monotone :


I int de R, (fn) suite croissante de fct cont pm ((n(N, fn<=fn+1) et int I(R qui CS sur I vers f cont pm sur I



f int ( (( fn sur I) majorée   et alors ( f sur I=Sup ( fn sur I=lim (( fn sur I) qd n(+(
2.  Th de cvgence dominée :


(fn) suite d’applic I(C cont pm, g cont pm int de I dans R+


Si (n(N, |fn|(g et (fn) CS sur I vers f cont pm alors f int sur I et ( f sur I=lim (( fn sur I) qd n(+(
Séries de fonctions :

la série de t.g. un cvge simplement (resp. unif) de somme S(x) qd (Sn) cvge simplement (resp. unif) vers S

Elle cvge absolument qd (x, 
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 cvge (en général dans Rn, ||.|| = val absolue)

cvgence abs ( CS

Def : la série de t.g. un cvge normalement sur A qd (n(N, un bornée sur A et la série de t.g. (n=Sup |un(x)| cvge

Th : CN ( abs et unif cvgte

Th d’interversion de ( et de limite :


(un) suite d’applic A(C a adhérent à A


Si lim un(x)=ln qd x(a et (un cvge UNIF sur A de somme S alors  (ln cvge, lim S(x) qd x(a existe et
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(un) suite d’applic cont, si la série de t.g. (un) cvge unif ( la somme est continue

Th d’intégration et de dérivation pour séries qui CU sur [a,b]

Th de Lebesgue (cf suites ...)

Approximation ploynômiale :

1er th de Weierstrass : f cont [a,b](C, ( suite de fct polyn [a,b](C qui CU vers f

Def : polynôme trigo : c.l. finie des fcts einx n(Z


2ème th de Weierstrass : f : R(C cont 2(-périodique, ( suite de polyn. trigo qui cvge vers f

( Séries entières :

Def : série d’applic (un) C(C où un est un monôme de deg n

un(z)=an.zn
Lemme d’Abel :


( réel >0 tq (|an|.(n) bornée



si |z|<( (un(z) cvge



Si r(]0,([, (un(z) CN donc CU dans Bf(0,r)

Rayon de convergence de (anzn : Sup {((0, (|an|.(n) bornée} élément de [0,+(]

cercle créé : cercle d’incertitude

Th : (anzn et (bnzn de rayon de CV Ra et Rb, si (n(N, |an|(|bn| alors Ra(Rb

Règle de d’Alembert : (anzn série entière à coef (0 si lim |an+1/an|=( alors R=1/(

(Par convention 1/0=+( et 1/(=0)

Prop : la série de rayon R CN ( CU sur tout compact contenu dans le disque ouvert de CV

Th : la somme d’une série entière est continue dans le disque ouvert de CV

Def : Série dérivée de (anzn : ((n+1)an+1zn avec le même rayon de CV

Intégration : (anzn de rayon de CV : R de somme f sur ]-R,R[


primitive de f : c+(an-1/n.zn
Th : (n(N, f(n)(0)=n !.an et (x(]-R,R[, f(x)=f(n)(0)xn/n!

Def : f devel en série entière qd il existe une série entière (anzn de rayon non nul qui coïncide avec f sur un voisinage de 0

Cond Nécessaire : il faut que f soit de cl C( et 
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Fcts usuelles : 
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Les rayons de CV sont +(
cos(z)=ch(iz)
i.sin(z)=sh(iz)

Formules de trigo à partir de la def des exp, sin et cos
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Par utilisation des formules des DL ...

( Fonctions définies par des intégrales :

Intégrales ½ cvgentes : f : [a,b[(E cont pm et F(x)=( f(t).dt (entre a et x) et F’=f

1. Si f est int sur [a,b[ et I=( f sur [a,b[ alors lim F(x)=I qd x(b

2. si f pas int sur [a,b[

· lim F(x) qd x(b existe et vaut p (l’int est ½ cvgte)

· lim F(x) qd x(b n’existe pas

ex : f : t(sin t/t et f(0)=1

f : AxI(F cont pm

    (x,t)(f(x,t)

int dépendant d’un param : F(x)=(I f(x,t).dt

Th : si f continue alors F est continue (sur compact)

Th de dérivation sous le signe somme: 


[a,b] compact de R, f :Ix[a,b](F, si f cont et de der partielle (f/(x cont alors F(x)=( f(x,t).dt (sur [a,b]) est de classe C1 sur I et F’(x)=( (f(x,t)/(x .dt(sur [a,b])

Th d’intégration : 


f : [(,(]x[a,b](F cont


          (x,t)(f(x,t)

et F(x)=( f(x,t).dt (sur [a,b])


alors 
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Th de continuité :

f cont sur AxI tq fx : t(f(x,t) int sur I et ( fct cont (0 et int sur I


si ((x,t)(AxI, |f(x,t)|( ((t)  (hyp de domination)


g(x)=(I f(x,t).dt est cont sur A

(Valable si on remplace hyp de domination par ( K compact de A, ((Kcont (0 int tq |f(x,t)|( (K(t)

Th de dérivation :

f cont sur AxI et ayant une der partielle cont sur AxI, si f vérifie l’hyp de domin par ( et (f/(x par ( alors g(x)=(If(x,t).dt de classe C1 sur A et g’(x)=(I (f(x,t)/(x .dt

(valable avec les compacts ...)

La fonction ( : ((x)=
[image: image24.wmf]e

t

dt

t

x

o

-

-

+¥

ò

1

 elle est def sur ]0,+([

Th : elle vérifie la relation fonctionnelle (x>0, ((x+1)=x. ((x)

Th : (n(N, ((n+1)=n !

et ((1/2)=((()

La fct ( est C( sur ]0,+([ et (n(N, ((n)(x)=( (ln t)ne-ttx-1dt

( Espaces préhilbertiens :

voir cours SUP (prod scalaire, polarisation, ident du paral., ...)

||x||=((((x|x))

Ineg de Cauchy : |(x|y)| (||x||.||y||

il y a égalité ( x et y liés

Th : F et F( sont 2 espaces de E en somme directe

Th : si F ss ev de dim finie de E alors F et F( sont supplémentaires

Def : proj ( sur F : proj sur F parallèlement à F(
Orthogonalisation de Schmidt : (ui)i(I famille de vect libres de E (I ens d’entiers consécutifs contenant 0)

( Voir cours SUP

(e1...en) b.o.n. de F et x ((1...(n) coord de x tq (k=(ek|x)
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Espace euclidien : espace préhilbertien réel de dim finie

A sym : tA=A

P orthog : In=tP.P

Esp hermitien : esp. préhilbertien complexe de dim finie

Def : E esp hermitien B=(u1...un) base de E, matrice du prod scalaire de t.g. aij=(ui|uj)

( Endomorphismes symétriques :

Def : f* : adjoint de f : l’unique applic E(E tq ((x,y)(E², (f(x)|y)=(x|f*(y))

( f est un endom de E

Propriétés : (f+g)*=f*+g*

((f)*=(f*
(fog)*=g*of*


Id*=Id

Si f est inversible : f* inv et (f*)-1=(f-1)*

f(O(E) ( fof*=Id
p proj, p orthog ( p*=p

Th : f(L(E) A=M(f,B) alors M(f*,B)=tA

Def : f autoadjoint ( f*=f  et alors Ker(f) et Im(f) son supplémentaires

Th : A matrice réelle sym, le polyn caract n’a que des racines réelles

Th : f autoadjoint alors f diagonalise et ( b.o.n. de vecteurs propres

Si A matr réelle sym ( D matrice diag tq A=PDP-1=PDtP

Def : A matrice réelle sym , q la f.q. sur Rn, A positive qd q positive

Th : une matrice réelle sym est (0 ( ses valeurs propres sont (0




  est def (0 ( ses val pr sont >0 cad elle est (0 et inversible

Coniques :
P(x,y)=Ax²+2Bxy+Cy²+2Dx+2Ey+F

( : E(R def par ((M)=P(x,y)

(={M(E ((M)=0} conique de E

q la f.q. et f l’endom autoadj assoc de mat 
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(I,J) b.o.n. de vect pr de f assoc à (,µ

1. (µ(0 ( det par grad (=0 (p/(x=0 et (p/(y=0) ( ( d’eq (X²+µY²+((()=0 ds ((,I,J)

2. (µ=0 ((0 et µ=0, 2(=grad (.J

· ((0 : ( sol de (grad (.I=0 et ((()=0) ( d’eq (X²+2(Y=0 parab vraie

· (=0 : ( sol de grad (.I=0  ( d’eq (X²+((()=0 dégénérée

Quadriques :
f(x,y,z)=Ax²+By²+Cz²+2Dxy+2Eyz+2Fzx+2Gx+2Hy+2Jz+K

q f.q. a une matrice 3x3

1. 0 pas val pr : ( quad à centre et ( det par grad f=0



( d’eq (X²+µY²+(Z²+f(()=0




si (, µ, ( de même signe ( genre ellipsoïde sinon hyperboloïde

2.  0 val pr simple de M   ((,µ)((0,0) et (=0

2(=K.grad f      ( genre paraboloïde

· ((0 : ( det par (I.grad f=0 et J.grad f=0 et f(()=0)   ( d’eq (X²+µY²+2(Z=0

· (=0 : ( det par (I.grad f=0 et J.grad f=0)   ( d’eq (X²+µY²+f(()=0

3.  0 val pr double de M

((0  µ=(=0



On choisit J, K tq K.grad f=0
2(=J.grad f

· ((0 : ( det par (I.grad f =0 et f(()=0)   ( d’eq (X²+2(Y=0

· (=0 : ( det par I.grad f =0   ( d’eq (X²+f(()=0

Ellipsoïde : X²/(²+Y²/(²+Z²/(²=w

si w<0 vide si w=0 point

Hyperboloïde : X²/(²+Y²/(²-Z²/(²=w 
si w<0 hyp à 2 nappes si w=0 cône si w>0 hyp à 1 nappe

Paraboloïde : (X²+µY²+2(Z=w
eq réduite X²/a²+Y²/b²=2pZ

Def : une quadrique est réglée qd ( pt de la quad, il passe une dte sur la quad.

( Séries de Fourier :

(f|g)= ( f(barre).g (sur [a,a+2(])

Def : Espace de Dirichlet D : ev des applic R(K, 2(-périod, cont pm, et tq (x(R, f(x)=1/2*(fg(x)+fd(x))

(f|g) est un produit scalaire

 (k(Z, en : R(C
x(einx
(en) orthonormée

Pn=Vect(en,e-n)

Fn=Vect(ek)-n(k(n=( Pk ( k de 0 à n)

(n(N, (n : R(C  x(cos nx
(n=1/2*(en+e-n)

(n(N*, (n : R(C  x(sin nx
(n=1/2*(en-e-n)

Fn=Vect ((0..(n, (0... (n)

un(Pn ( un=cnen+c-ne-n
un=an(n+bn(n
a0=2c0=c0+c-0
(n(N, un proj ( de f sur Pn
Sn la proj ( de f sur Fn

Def : On appelle série de Fourier de f la série de t.g. un de somme partielle Sn
(n(Z, cn=(en|f)=
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(n(N, an=2((n|f)=
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(n(N*, bn=2((n|f)=
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f paire bn=0 et an=2*[int] ou [int] est l’intégrale « en cos » sur [0,(]

f impaire an=0 et bn=2*[int’] ou [int’] est l’intégrale « en sin » sur [0,(]

Ineg de Bessel : 
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Th Jordan Dirichlet : f(D, si f de classe C1 pm la série de Fourier de f cvge simplement vers f sur R

Th : f(D, sont équivalents :

· la SF cvge normalement sur R

· les séries (|cn| et (|c-n| cvgent

· les séries (|an| et (|bn| cvgent

Th : f(D, si f cont de classe C1 pm la SF CN vers f sur R

Th : (f(D, la SF cvge en moy quad vers f sur R, il y a égalité dans l’ineg de Bessel

(Formule de Parseval

( Fonction de plusieurs variables :

L tangente à f au point a ( ( ( : U(Rn tq (x(U, f(x)=f(a)+L(x-a)+||x-a||((x) et lim ((x)=0 qd x(a

Def : a(U, f différentiable en a si f possède une applic lin tg en a, noté dfa : différentielle de f en a

Th : si f diff en a, alors f a des dérivées partielles dans ttes les directions : (f(a)/(t=dfa(u)  Réciproque fausse

Th : si f a sur U des dérivées partielles dans toutes les directions des vect de la base canon. et si les der part. sont continues alors f différentiable sur U


Réciproque fausse

Si f de classe C1 sur U : DL au 1er ordre de f : f(a+h)=f(a)+dfa(h)+||h||.((h) et lim ((h)=0 qd h(0

Matrice Jacobienne : Jf(a) : mat de la diff dans les bases canoniques de Rn et Rp
Si n=p, son det est le Jacobien

Composition : 
d(gof)a=dgf(a)odfa


Jgof(a)=Jg(f(a)).Jf(a)

corollaire : df-1b=[df(f-1(b))]-1
Difféomorphisme :

f Ck-difféomorph de U dans V si f bij de U ds V, de cl Ck sur U et f-1 de cl Ck sur V


ou f Ck-difféomorph ( f injective, de cl Ck sur U et (a(U, dfa bij cad Jf(a) de det (0

Th de Schwarz : f : U(R²(R de classe C2, (²f/((x(y)=(²f/((y(x)

Gradient : grad f : vect qui repr dfa par prod scalaire (k(E, <grad f(a),h>=(daf)(h)

Forme hessienne de f en a : f.q. de mat Ha(f) où Ha(f)=[(²f(a)/(xi(xj]1(i(n et 1(j(n

Th : f : U(Rn(R de cl C2, (a(U, 

DL d’ordre 2 de f : f(a+h)=f(a)+dfa(h)+1/2*qaf(h)+||h||²((h) et lim ((h)=0 qd h(0

Pt critique : pt où dfa=0 cad (i, (f/(xi(a)=0

Cond Nécessaire : pour une fct de cl C1 : extrémas parmi les pts critiques



  f de cl C2 a pt critique




si a max qaf(u) est une f.q. (0, si a min qaf est une f.q.(0

Def : Si qaf ni (0 ni (0 alors a point col

Cond Suffisante : qaf def (0 ( a min, qaf def (0 ( a max

p=(f/(x  q=(f/(y  r=(²f/(x²  s=(²f/((x(y)  t=(²f/(y² (Notations de Monge)

rt-s²<0 ( col

rt-s²>0

· r>0 : min

· r<0 : max

rt-s²=0 pas de réponse

Th fcts implicites : 


f : U((RnxRp)(Rn de cl Ck, (a,b)(U² tq f(a,b)=0


Si det((f/(xi(a,b))(0 alors ( (un voisV de b dans Rp et W de a dans Rn, une applic ( de V ds W de cl Ck tq ((b)=a et (f(x,y)=0, x(W, y(V) ( x=((y)

( Equations différentielles :

1er ordre :

Th : sol de y’=ay : dte engendrée par eA où A primitive de a sur I

Méthode de variation des constantes si 2ème membre ( voir cours SUP

Th de Cauchy-Lipschitz : (! sol avec y(t0)=y0 si f loc. lipsch. par rapport à la 2ème place et cont (ou f est C1).

Eq de Bernoulli : y’=ay+by( (({0,1}


Méthode : Attention si y=0, on pose z=y/y(   y’/y(=ay/y(+b   z’=(1-()az+(1-()b ...

Syst diff linéaires :

X’(t)=A(t)X(t)+B(t)

Th de Cauchy ...

Th : l’ens S0 des sol sur I de X’=AX est un syst fond de sol : (X1...Xn)

Def : Wronskien des sol : W(t)=det (X1(t) ... Xn(t))

Alternative de Wronski : ou W=0 et (X1...Xn) liés ou W jamais nul et (X1..Xn) Syst fond de sol

Th : avec 2ème mb  sol de X’=AX+B de la forme ((iXi où (i tq (’i=(i et ((iXi=B

Th : si A diagonalisable (V1...Vn) base de vect pr de val pr assoc ((1..(n) alors Xi=Vie(i.t
Th : si A non diag, ((1..(p) val pr distinctes et d’ordre nk


Sol : X=(e(k.tWk(t) où Wk fct polyn de deg ((nk-1)

2ème ordre :

y’’+ay’+by=c ( (z=y’ et z’+az+by=c) ( (y’=z et z’=-by-az+c)

si coef constants : EC ...

sinon z=y/y0 et Z=z’, on se ramène alors à une eq diff du 1er ordre en Z

Pour y0 au flair ou avec une fct polynomiale

Syst autonome : pas de t dans le système

Th de Cauchy ...

Intégrales premières : F int première si (x,y) sol du SD ( F(x,y)=cste

( Equations différentielles non linéaires :

Th de Cauchy ...

Eq à variables séparables : y’=f(x).g(y)
F prim de f, G prim de 1/g



G’(y).y’=F’(x)
( G(y)=F(x)+c   c(R

Eq homogène : y’=f(y/x)
on pose t=y/x ( y=tx et y’=t’x+t ( t’=[f(t)-t]1/x eq à var séparables ...

Passage en ploaires : x=(.cos ( et y=(.sin ( ...

( Géométrie différentielle :

arc orienté : (I,M) et (J,P) de même orient si ( chgmt de param de (I,M) à (J,P) est croissant

Def : pt stationnaire : ( arc géom t0(I A=M(t0)(support (, si M’(t0)=0 alors A stationnaire

branche infinie si lim ||OM(t)||= +( qd t(t0

direction asymptotique : u tq lim OM(t)/||OM(t)||= u qd t(t0

Longueur : long (()=( ||F’(t)|| dt (entre a et b)

Abscisse curviligne : applic s tq s(t)=long(() si t(t0 et -long(() si t<t0

( de cl C1 ss pt stationnaires et normalisé


Repère de Frénet : (M(t),T(t),N(t)) où T=dM/ds

Courbure : ( de cl C2 ss pts stationnaires fct ( tq dT/ds=(.N et dN/ds=-(.T

Def : ( enveloppe de (Dt) si il a un param (I,M) tq (t(I, Dt tg à ( en M(t)

Angle de contingence : (=(i,T)


(=d(/ds

en cartésien : 
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en polaires : 
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Surfaces :
Def : Nappe paramétrée : couple (U,M) : U ouvert de R² et M : U(E  (u,v)(M(u,v) continue

Surface={M(x,y,z)(E, f(x,y,z)=0}

Au vois de A, S supprot d’une nappe

Plan tangent :  si (M/(u(u0,v0) et (M/(v(u0,v0) libres (M0 régulier)

plan tg : (M0, (M/(u(u0,v0),(M/(v(u0,v0))

Th : grad f (M0)(0, le plan tg en M0 à S est le plan passant par M0 et normal à grad f (M0)

Position tg/surf : 

· rt-s²>0 : S d’un seul côté du plan tg

· rt-s²<0 : S coupe le plan tg

· rt-s²=0 : ?

Def : surf de révolution : réunion de cercles de même axe

Th : son  eq peut s’exprimer en fct de AM et AM.u

( Compléments de calcul intégral :

Def : V applic : U(Rn  M(x1...xn)(V(M)
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 continue


Forme diff assoc à V : (=(Vk.dxk
Si la forme diff ( est df alors ( est exacte

Def : Intégrale curviligne : (( (=(I (Vk(x1(t)...xn(t))xk’(t).dt

Formes diff exactes et fermées ...

Def : U étoilée / A si (M(U, AM(U

Intégrales doubles :
Th de Fubini :


[a,b] int de R, (1 et (2 applic C1 pm : [a,b](R avec (1((2

D={(x,y)(R², a(x(b  (1(x)(y((2(x)}

((D f(x,y).dx.dy=([a,b] [([(1,(2] f(x,y).dy].dx

Chgmt de variables : D et ( 2 compacts du plan ( : D(( C1-difféomorph

((( f(x,y).dx.dy = ((D fo((u,v) |J(()|.du.dv

Def : bord de D , (D : frontière de D orienté tq D soit à gauche de la frontière dans le sens de parcours

Formule de Green Riemann :
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Def : D compact du plan, aire (D)=((D dx.dy

Intégrales triples :
Th de Fubini :

· (((D f(x,y,z).dx.dy.dz=([a’’,b’’] [([a’,b’] [([a,b] f(x,y,z).dx].dy].dz

· (((D f(x,y,z).dx.dy.dz=((D [([(1,(2] f(x,y,z).dz].dx.dy  D : (x,y)(D’ et (1(x,y)(z((2(x,y)

· (((D f(x,y,z).dx.dy.dz=([a,b] [((Dz f(x,y,z).dx.dy].dz  D : a(z(b et (x,y)(Dz

Chgmt de variables : cd chgmt  pour int doubles ...

Calcul de volume : volume de D : (((D dx.dy.dz

**********************
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